
中国科学: 化学 2016 年  第 46 卷  第 1 期: 27 ~ 37 
 

SCIENTIA SINICA  Chimica www.scichina.com  chem.scichina.com 

《中国科学》杂志社
SCIENCE CHINA PRESS

专题论述 

路径积分刘维尔动力学方法的进一步探讨 

刘剑
①②*, 李德彰

①†, 刘歆子建
①† 

① 北京分子科学国家实验室; 理论和计算化学研究所, 北京大学化学与分子工程学院, 北京 100871 

② 环境模拟与污染控制国家重点联合实验室; 北京大学环境科学与工程学院, 北京 100871 

*通讯作者, E-mail: jianliupku@pku.edu.cn 

†共同第二作者 

收稿日期: 2015-07-24; 接受日期: 2015-09-06; 网络版发表日期: 2016-01-04 
doi: 10.1360/N032015-00143  

  

摘要    计算分子体系的量子时间关联函数为人们理解预测其动力学过程提供了有力的理

论工具. 本文立足于魏格纳相空间, 回顾了平衡刘维尔动力学、平衡连续性动力学和平衡哈

密顿动力学这 3种相空间量子动力学方法. 它们可以保证平衡系统热力学物理量不随时间变

化并给出任意算符的时间关联函数的经典、高温或谐振子极限. 在速度分布满足全局高斯分

布的条件下, 3 种相空间量子动力学方法可以推导出相同的运动方程. 利用虚时间路径积分

来表示该运动方程的有效力, 并对路径积分珠子做 Staging 变换, 利用分子动力学来对路径

积分珠子位置空间进行取样, 我们可以推导出路径积分刘维尔动力学. 本文分析指出, 当路

径积分刘维尔动力学和应用白噪声的朗之万动力学控温方法结合, 如果朗之万摩擦系数和

路径积分刘维尔动力学中的绝热频率相等, 在自由粒子极限下对路径积分珠子位置空间进

行取样的效率最高, 可以作为最优朗之万摩擦系数的建议值. 本文还建议了一种更高效的算

法来演化路径积分刘维尔动力学的轨线. 
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1  引言 

理解复杂分子体系的化学动力学过程在化学、生

命科学、材料科学等领域有着极其重要的意义. 随着 

一系列对于化学动力学性质的实验观测手段(光谱、 

反应速率、弛豫速率、输运系数、激发态寿命、同位

素动力学效应等)的发展和应用, 人们对理论计算的

需求也越来越迫切. 这是因为: (1) 对于同一复杂分

子体系的动力学过程, 不同实验观测量有可能给出

表面上不同的行为和变化, 只有深入了解其微观机

制, 人们才可能理解宏观实验现象, 而理论计算可以

为此提供重要证据; (2) 对一些难以进行实验测量的

复杂分子体系, 精确的理论计算对其性质和变化可 

以做出可靠的预测; (3) 很多低温和常温凝聚态大分

子、生物复合体系以及化学材料体系的化学动力学过

程和机理中的量子效应(quantum effects)是不可忽略

的. 尽管目前已有成熟的理论和计算方法可以定量

描述简单分子体系的性质, 然而将这些方法用于复

杂分子系统必然遇到计算量随体系尺度增大而指数

增长的瓶颈, 即使计算机技术发展再快也难以克服

这一困难.  

大部分与化学动力学相关的实验测量物理量都

可以用时间关联函数(time correlation function)来表

达[1~3]:  

       e e
ˆ ˆ/ /1 ˆ ˆ0 = Tr iHt iHt

ABC t A B t A B
Z

       (1) 
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式中 st e
ˆ

d
ˆ ˆHA A  对应时间关联函数的标准形式 , 或

sym e e
ˆ ˆ/ 2 / 2ˆ ˆH HA A    对 应 其 对 称 形 式 [4], 或 KuboÂ   

 e e
ˆ ˆ

0

1 ˆd H HA


  


   对应其久保转化形式 (Kubo- 

transformed version)[3]. 时间关联函数的这 3 种形式

的傅里叶变换之间有着如下的关系:  

     Kubo std syme
e

/2

1 AB AB ABI I I 
 

      






    (2) 

式中傅里叶变换定义为    d e i t
AB ABI t C t






  .  

式(1)中,  Be
ˆ

Tr 1/HZ k T     是配分函数, 

Ĥ 是含 N 个自由度的体系不随时间变化的哈密顿量, 

在笛卡尔坐标中通常记为:   

   xT 11ˆ ˆ ˆ ˆ
2

H Vp pM           (3) 

式中 M 是质量矩阵(对角阵, 其元素为 jm ), p̂ 和 x̂

分别是动量和位置算符. 式(1)中, Â 和 B̂ 是与实验

测量物理量相对应的量子算符. 对于大部分物理量, 

算符 Â 和 B̂ 往往是动量或位置的非线性函数(即非线

性算符). 时间关联函数将宏观层面中的物理测量量

(physical observables)和分子原子层面中的微观图像

(microscopic picture)直接联系起来, 因此计算复杂分

子体系的量子时间关联函数就为人们理解预测其动

力学过程提供了有力的理论工具.  

既然时间关联函数是内禀量子力学的, 采用完

全量子动力学的理论描述当然是 直接的选择. 实

际上, 量子动力学的波函数表象—含时 Schrödinger

方程也非常简洁. 然而, 该表象应用到复杂分子系统

会存在 3 个严重缺陷: (1) 计算量随体系尺度增大而

指数增长, 很难将其应用到大分子体系；(2) 对于高

温甚至室温分子体系, 采用量子动力学波函数表象

往往导致基组数目和计算量巨大；(3) 不方便构建高

效的计算方法得出量子动力学在  ( = 2h , h 为普

朗克常数)趋于 0 的极限(所谓“经典极限” (classical 

limit), 即经典动力学). 量子动力学的费曼(Feynman)

路径积分表象(path integral representation)[5]采用路径

或轨迹可以自然地从量子动力学过渡到经典动力学. 

尽管路径积分表象具有符号问题(sign problem)的缺

点, 基于这种表象容易通过多种途径构建适用于描 

述复杂分子体系化学动力学过程的近似理论或模型, 

能够给出量子动力学的高温极限和经典极限. 这些

理论或模型包括Voth课题组于 1992年提出的质心分

子动力学(centroid molecular dynamics)[6~8]、Miller 课

题组于 1998 年提出的线性化半经典初始值表示理论

(linearized semiclassical initial value representation, 

LSC-IVR)[9~16]、Manolopoulos 课题组于 2005 年提出

的环形聚合物分子动力学 (ring polymer molecular 

dynamics)[17~19]. 然而, 这些近似理论或模型无法同

时满足对描述复杂分子体系化学动力学过程极为重

要的两个要求: (1) 对于任何与实验测量物理量相对

应的量子算符, 无论是线性还是非线性算符, 都能给

出量子时间关联函数的谐振子极限(harmonic limit). 

化学分子中的大部分振动都可以用量子谐振子近似

较好地描述, 因此给出谐振子极限是理论或模型能

较好地描述真实分子体系的一个重要基础. (2) 对于

任何满足波尔兹曼平衡的体系, 系统的热力学物理

量(量子算符 ˆ 1A  时的 ( )ABC t )不随时间变化. 这个要

求源于波尔兹曼算符和时间演化算符的对易关系.  

我们在量子动力学另外一套等价表象—相空

间表象(phase space representations)下以新的角度构

建化学动力学理论[20~23]. 在新的理论框架下不仅很

自然地统一了近 20 年来用于描述真实复杂分子体系

化学动力学过程的多种近似理论或模型, 指出和理

解了它们各自的缺点和不足, 而且提出了一系列更

为自洽的理论方案 , 即平衡刘维尔动力学(equilib- 

rium Liouville dynamics, ELD)、平衡连续性动力学

(equilibrium continuity dynamics, ECD)和平衡哈密顿

动力学(equilibrium Hamiltonian dynamics, EHD), 能

同时给出谐振子极限并保证平衡系统热力学物理量

不随时间变化, 从而在理论上彻底解决了这一难题.  

如果体系的势能可以用多项式函数、指数函数或

高斯函数来表示, 那么 Feynman-Kleinert 近似[24~27]和

位置空间或相干态空间的热高斯近似(thermal Gaus- 

sian approximation)[28~31]等方法可以高效地用来计算

波尔兹曼算符 e Ĥ 的元素. 仅存在两体相互作用的

体系便是一个例子[32]. ELD 等方法可以很方便地在

这些体系得以实现[21~23]. 然而, 大部分真实分子体系

中, 分子内相互作用与键角和二面角有关, 分子间存

在诱导偶极矩相互作用 ,  所以用多项式函数、指 
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数函数或高斯函数来拟合这些体系的势能是极其困

难的. 对于普遍的分子体系都得以适用的量子动力

学方法无疑不能依赖于势能的具体形式. 为实现这

个目标, 本课题组[33]于 2014 年在 ELD 方法(或 EHD

方法)的基础上进一步发展了路径积分刘维尔动力学

(path integral Liouville dynamics, PILD).  

2  满足两个重要要求的3种相空间量子动力
学方法 

ELD、ECD 或 EHD 能同时保证平衡系统热力学

物理量不随时间变化并给出任意时间关联函数的    

经典极限 (  0 )、高温极限 ( 0  )和谐振子极    

限[21~23]. 为方便起见, 本文全篇选取魏格纳(Wigner)

相空间[34,35]来进行讨论.  

2.1  时间关联函数的计算形式 

时间关联函数(式(1))的另一种等价形式[20]是:  

      e e   ˆ ˆ/ /1 1ˆ ˆˆ ˆ= Tr = TriHt iHt
ABC t A B A t B

Z Z
  (4) 

在魏格纳相空间中可以表达为:  

  W Wd d
1 1

( ) ( , , ) ( , )
2

AB N
C t t B

Z




x p x p x pA   (5) 

式中 W , ,( )tA x p 和 BW(x, p)分别是算符  Â t 和 B̂ 的

魏格纳函数. 对于任意算符 Ô , 其魏格纳函数 OW(x, 

p)的定义为:  

  T

W d e
2 2

   /ˆ, iO O pyy y
x p y x x   (6) 

LSC-IVR、ELD、ECD 或 EHD 从式(5)计算时间关联

函数的形式[11,15,22,23]为: 

eq
Wd d  eq

ˆ0 0 W 0 0 0 0

1
( ) ( , ) ( , ) ( , )AB t tA

C t f B
Z

x p x p x p x pP (7) 

式中 eq
W ( , )P x p 是波尔兹曼算符  ˆ

e H 的魏格纳函数(即

在魏格纳相空间表象中的密度分布函数 ), 函数
eq
ˆ ( , )
A

f  x p 定义为:  

T

T

d e

d e e






 


 









/

eq
ˆ

ˆ /

ˆ
2 2

( , )

2 2

i

A
H i

A
f

y p

y p

y yy x x
x p

y yy x x
    (8) 

式中 ( , )t tx p 是起始点为 0 0( , )x p 的轨线在时刻 t 所到

达的相空间坐标. 轨线由下列运动方程所刻画:  

 




 







1

eff ( , )
t t

t t
t

t

V

x M p
x pp
x

    (9) 

式中有效力 eff ( , ) /V x p x 的定义与具体理论方法 

有关. LSC-IVR 中该有效力和经典力相同, 而 ELD、 

ECD或EHD方法中的有效力与波尔兹曼算符 e Ĥ 所

对应的量子密度分布函数 eq
W ( , )P x p 有关[22,23].  

经典力学极限下, 处于热平衡的体系的密度分

布函数 eq
W ( , )P x p 退化为:   

    eq
cl e

/ 2
1/ 2 ,,

2

N
HP       
x px p M   (10) 

经典力学的时间关联函数则由下式给出:  

eq

d d

d d

d d













cl cl
cl

0 0 cl 0 0 cl
cl

0 0 cl 0 0 cl 0 0 cl
cl

1
( ) ( , , ) ( , )

1
( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , )

AB

t t

t t

C t A t B
Z

A B
Z

P A B
Z





x p x p x p

x p x p x p

x p x p x p x p

 

(11) 
式中 ( , )t tx p 是起始点为 0 0( , )x p 的经典轨线在时刻 t

所到达的相空间坐标. 式(11)是式(7)的经典极限.  

2.2  有效力的计算 

量子力学中的刘维尔定理为:  

 
 

 
ˆ( ) 1 ˆˆ[ ( ), ]

t
t H

t i
    (12) 

在魏格纳相空间表象中可以被表达成:  
TT

W
W

W                       

               


 


 

1 W

32
(3)

3

( , ; ) ( )

( )
24

P P
P t V

t

P
V

x p M p x
x p

x
p

 
(13)

 

式(13)即为 Wigner-Moyal 方程[34,36]. 其中 W ( , ; )P tx p

是密度算符 ˆ ( )t 的魏格纳函数.  

与经典力学的刘维尔方程相对应, 式(13)可以写

为以下形式[20,37]:  
TT ELD

eff1 ( , )( , ; ) VP t P P

t
                

x px p M p
x p x

 (14) 

其中 ELD 有效力 ELD
eff ( , ) /V x p x的定义为:  
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T TELD
W eff W

W                                 

              


 


 
32

(3)
3

( , )
= ( )

( )
24

P V P
V

P
V

x p x
p x p

x
p

   

(15)

 

因为处于热平衡的体系的含时密度算符为:  

e e e e e
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) (0)i Ht i Ht i Ht H i Htt            (16) 

其与体系哈密顿算符对易, 所以式(12)的右边是零, 

即含时密度算符不随时间变化. 因此密度分布函数
eq

W ( , ; )P tx p 也不随时间变化, 即 

 eq
W ( , ; ) 0P t

t





x p     (17) 

式(14)和(17)导出:  
T Teq ELD eq

W eff W 1( , ) ( , ) ( , )P V P      
   

     

x p x p x p
M p

p x x
 (18) 

式(18)给出了 ELD 方法中有效力 ELD
eff ( , ) /V x p x的

计算公式[21]. ELD 轨线满足[21]:   

 eq eq
W W 0 0( , ; ) ( , ;0)t tP t Px p x p     (19) 

同时, 与经典力学的连续性方程相对应, 式(13)还可

以写为以下的形式[20,38,39]:  
T

W
W

T ECD
eff

W

1( , ; )

( , )

P
P t

t

V
P

      

  
       

                       

x p M p
x

x p
p x

  

(20)

 

由式(17)可得热平衡体系中 
T ECD

W eff
W

     
          

T

1 ( , )
=

P V
P

x p
M p

x p x
  (21) 

式 (21) 即可用于计算 ECD 方法 [23] 中的有效力
ECD

eff ( , ) /V x p x . ECD 轨线满足[23]:  

 eq eq
W Wd d d d0 0 0 0( , ; ) ( , ;0)t t t tP t Px p x p x p x p   (22) 

除了从魏格纳相空间中的量子刘维尔方程(式

(13))出发来定义轨线的运动方程(式(9))外, 还可以从

定义有效哈密顿量 [8,23,40~43](effective Hamiltonian)来

刻画动力学方程 . 在局域高斯近似 (local Gaussian 

approximation)下 [11,23,44], 魏格纳相空间的密度分布

函数可以写成:  

 

 

eq
W therm

T                  e

/2
1 2

ˆ1
therm

( , )
2

exp
2

N

H

P









 

    
   
 

x p M x

p M x p x x
 

(23)

 

式中  thermM x 是热力学质量矩阵 (thermal mass 

matrix), 是一个实数对称矩阵. 进行如下变量变换:   

 
eff

eff 1
eff





x x

p M M p
    (24) 

其中有效质量 effM 须始终满足:  

 T T
therm

eff 1 eff 1
eff( )

2 2
  p M p p M p    (25) 

即 

 eff
1

therm
M MM M     (26) 

变换后的密度分布函数满足:  

 
eq eq

eq
ef

1eff eff
eff eff

eff

11
f

( , )
( , ) ( , )

( , )

( , )

P P

P












x px p x p
x p

M M x p

  

(27)

 

类比经典密度分布函数(式(10)), 如果定义有效哈密

顿量 eff eff
eff ( , )H x p 满足: 

eff eff
effeq eff eff

eff e       

/2
1/2 ( , )( , )

2

N
HP x px p M    (28) 

由式(23)~(28)可得有效哈密顿量为: 

eff eff eff T eff
eff eff

ff                         e 

 



 



   

1

ˆ 1
e

1
( , ) ( )

2
1 1

ln ln
2

H

H x p p M p

x x MM
(29) 

按照此有效哈密顿量演化轨线, 可得 EHD 运动方  

程[23]: 

 


 




 







eff eff
eff 1 effeff

effeff

eff eff
eff eff

eff

( , )

( , )

t t
t t

t

t t
t

t

H

H

x px M p
p
x pp
x

   (30) 

从式 (24)与 (30)可以导出原有魏格纳相空间变量

( , )t tx p 的运动方程为:  

 therm
t

 

 

  


  



 

 

eff 1 eff 1
eff

eff eff
1 eff 1 eff

eff

( , )
t t t t

t t
t t t

H

x x M p M p
x pp MM p M x M
x

 

(31) 

因此  1
t tx M p 仍然是 EHD 中位置和动量在魏格纳

相空间中的关系[23].  

如文献[21~23]分析, ELD、ECD 和 EHD 3 种相

空间动力学方法中的轨线运动方程一般都不相同 . 
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如果魏格纳相空间的密度分布函数(式(23))中热力学

质量矩阵(thermal mass matrix)不随位置 x 变化, 即 

  herm thermt M x M     (32) 

即速度分布函数是全局高斯分布, 或者式(23)成为:  

eq
W

T                 e

/ 2
1 2

therm

ˆ1
therm

( , )
2

exp
2

N

H

P









 

    
   
 

x p M

p M p x x
  

(33)

 

那么容易证明 ELD 中的有效力为: 

eff
herm e       

ˆ1
t

( , ) 1
= ln HV 


x p

M M x x
x x

  (34) 

ELD 运动方程(式(9)和(15))满足: 

 eff

     e 





 




 


    





1

ˆ1
therm

( , )

1
ln

t t

t t
t

t

H
t t

t

V

x M p
x pp
x

M M x x
x

  (35) 

同样, 该条件下容易证明 EHD 的运动方程(式(31))直

接推导出式(35), 即 ELD 和 EHD 两者等价.  

由于式(21), ECD 中的有效力的定义并不唯一.  

我们可以选择 ECD 中的有效力为式(34). 将式(23)、 

(32)和(34)代入式(21)左右两边, 可以证明式(21)成立,  

即式(35)满足 ECD 的运动方程. 换言之, 在由式(33)

给定密度分布函数的条件下, ELD、ECD 和 EHD 可

以分别得到完全一致的运动方程(式(35)). 这无疑是

一个显著的结论. 所以运动方程(式(35))所得到的轨

线可以同时满足式(19)和(22)两个性质. 这导出另外

一个重要性质: 

 d d d d0 0t t x p x p     (36) 

即满足运动方程(式(35))的相空间体积不随时间变化.  

容易验证在经典极限、高温极限或谐振子极限下, 

有效力退化到经典力, 即运动方程(式(35))回到经典运

动方程. 因此, 由式(7)和(35)计算的量子时间关联函

数能得到正确的经典极限、高温极限或谐振子极限.  

2.3  路径积分刘维尔动力学 

计算有效力的式(34)可以写为:  

 eff therm
11 1 ( )

( , )
( )

V


 
 

 
 

xx p M M
x x x

  (37) 

其中 

  e Ĥ x x x             (38) 

在   x 中引入路径积分 [5], 式(38)中插入 1P  组位

置空间的完备基 d1 , 2,i i i i P  x x x 可得: 
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 (39) 
这里路径积分珠子(path integral beads)的个数为 P.  
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(40) 
采用式(39)和(40)来计算有效力(式(37))并不是一种

好的方法. 例如, 自由粒子体系的有效力是零, 而通

过式(40)来得到正确的有效力是极其低效的.  

考虑 Staging 转换[45]: 

 
1 1

1 1

1 1
 ( 2, , )i i i

i
i P

i i



 

   


x ξ

x ξ x ξ
  (41) 

其中 1 1P x x . 定义:  
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    (42) 

式(39)变成:  

 

d d
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  (43) 
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其中质量为:   

 
1

 ( 2, , )
1i

i
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M

M M

0
   (44) 

可以看出, 所有 Staging变量 2( , , )Pξ ξ 拥有相同的频

率, 所有虚拟质量 2( , , )PM M 处于相同的尺度. 定

义:  

  


  1 1
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P j P
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则有:  
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 (46) 

进而可以得出:  
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 (47) 

将式(43)和(47)代入式(37)计算得到有效力, 即得到

由式(33)给定密度分布函数的条件下魏格纳相空间

中的 ELD、ECD 或 EHD 的路径积分表示(path integral 

representation). 变量 1 1( , ) ( , )x p ξ p 的实时间演化在

每一个时间步长中包含对路径积分变量 2( , , )Pξ ξ 的

积分 . 这可以用蒙特卡罗 (Monte Carlo)方法计算

1 ( )
( )






x

x x
从而得到有效力 . 式(47)对于自由粒子 

体系可以直接得到正确的有效力 , 这比式(40)高效 

得多.  

有效力的式(34)或(37)还可以写为:  

W
therm

eq
1

eff eq

( , )1 1
( , )

( , )W

P
V
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x p
x p M M

x xx p
 (48) 

其中 eq
W ( , )P x p 由式(33)给出, 即  

  T
W

/ 2
1 2eq 1

therm therm( , ) exp
2 2
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px x M p M p

(49) 
和 
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1 2
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x
x p M

x x

p M p
  (50) 

可以引入分子动力学(molecular dynamics)方案

高效地对所有变量进行取样 , 利用 Chandler 和

Wolynes[46]提出的构建路径积分分子动力学 (path 
integral molecular dynamics)的同构映射方案, 将虚拟

动量 2( , , )Pp p 的高斯积分插入式(43):  
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再将其代入式(49)可得[33]:  
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 (52) 
选择其中的虚拟质量  2( , , )PM M 为:  

 ad    ( 2, , )i i i PM M    (53) 

式中 ad (0,1]  是绝热参数, 同时定义绝热频率[33]为:  

 
ad

ad
P


     (54) 

于是式(52)变为:  
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 (55) 

式(50)变为:  
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将式(55)和(56)代入式(48)即可计算有效力[33]. 式(55)

中关于  2 2( , , ; , , )P Pξ ξ p p 的被积函数实际上是一个

等效的经典力学波尔兹曼分布 , 所以式 (48)中的
eq

W
eq

W

( , )1

( , )

P

P



x p
xx p

对于  2 2( , , ; , , )P Pξ ξ p p 的蒙特

卡罗取样可以通过控温的分子动力学取样来代替 . 

注意到式(55) (或式(56))中 2( , , )Pξ ξ 拥有相同的时

间尺度, 且通过选择适当的绝热参数 ad 就可以使得

2( , , )Pξ ξ 的时间尺度足够小, 从而与 1 ξ x 的时间

尺度分离开来. 两者的时间尺度一旦可以显著分离

开 , 在  1 1 ，ξ x p p 的运动尺度内 , 对 2( , , ;Pξ ξ  

2 , , )Pp p 的控温分子动力学取样就可以认为是完全

的 , 即 绝 热 近 似 成 立 . 因 此  , 1 1ξ x p p 和

2( , , ;Pξ ξ 2 , , )Pp p 可以同时演化. 在该条件下, 可

以定义下面的密度分布函数: 
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 (57) 

由此 ELD 运动方程(式(35)和(48))变为: 
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j
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p p M M
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  (58) 

为 了 保 证 ; 2 2( , , , , )P Pξ ξ p p 满 足 式 (55) 中

; 2 2( , , , , )P Pξ ξ p p 被积函数所定义的经典力学波尔

兹曼分布, 式(58)中 ; 2 2( , , , , )P Pξ ξ p p 的运动方程

必须结合适当的控温方法 , 如朗之万动力学

(Langevin dynamics)、Nosé-Hoover 链、Anderson 控

温方法等 . 必须注意 , 式(58)中的量子相空间变量

1 1( , ) ( , )ξ p x p 不应该与控温方法结合. 当绝热系数

ad 0  , 式(58)趋于完全绝热条件下魏格纳相空间

中的 ELD、ECD 或 EHD 的路径积分表示. 文献[33]

首先采用ELD来推导出运动方程式(58), 并将其和式

(7)的结合称为路径积分刘维尔动力学(PILD)[33]. 由

本部分第二节的讨论可知, PILD 还可以由 ECD 或

EHD 在式(33)给定密度分布函数的条件下推导出来. 

PILD 仍然保留了 ELD/ECD/EHD 的两条重要性质: 

保持波尔兹曼平衡密度分布守恒; 能在 3 种重要极限

(经典、高温、谐振子极限)下给出时间关联函数的真

实结果[33].  

将式(58)与应用白噪声(white noise)的朗之万动

力学控温方法结合, 则 PILD 的运动方程为[33]:  
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式中对于任一物理自由度   1, ,i i N 和任一

Staging 模式   2, ,j j P ,  i
j t 是一个独立的满

足高斯分布的随机数, 满足      =i i
j jt t t t    和

  = 0i
j t . 在任一时刻 t ,  i

j t 都是一个新产生的

随机数. 这里  i
j t 是 ( )j tη 的第 i 个分量. 因为任一

Staging 模式   2, ,j j P 的频率都是 ad , 所以所

有 Staging 模式的朗之万摩擦系数(friction coefficient, 

Lang )都相同.  

考虑一维自由粒子体系 , 式 (59) 中的每个

Staging 模式的运动方程都变为: 

Lang

Lang
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  (60) 

即为经典力学下一维谐振子      2 2
ad

1
2j j jV M 的朗

之万方程[47]. 定义参数 Lang
2 2

ad4    , 容易证明

势能自关联函数 
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V t V V V
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 (61) 

的解析解是:  

   Lang Lange e
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2 22
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       (62) 

其特征关联时间是:  

   Lang

Lang

dpot pot 2
0

ad

1 1
=

2
C t t




 

  
   

 
       (63) 

与 小关联时间相对应的 优朗之万摩擦系数是:  

 Lang
opt

ad       (64) 

因此，式(64)定义的 优朗之万摩擦系数可以在自由

粒子极限下对 Staging 路径积分变量 2( , , )Pξ ξ 进行

有效的取样.  

文献[33] 初建议采用可以得到一维谐振子哈

密顿量      


2
2 2
ad

1
,

2 2
j

j j j j
j

p
H p M

M
的自关联时间

小值所对应的摩擦系数 ad2 作为 Lang
opt 的参考值, 这

实际上是在自由粒子极限下对 ; 2 2( , , , , )P Pξ ξ p p 进

行 有效取样. 文献[33]同时通过数值计算的几个实

例建议 PILD 的 优朗之万摩擦系数应该比 ad2 稍微

小一点, 而且 Lang 在很宽的参数范围  ad ad50 2 ,

内都不影响 PILD 的收敛结果. 注意到 PILD 中有效

力(将式(55)和(56)代入式(48))只与 Staging 路径积分

变 量 2( , , )Pξ ξ 有 关 而 与 其 对 应 的 虚 拟 动 量

 2 , , Pp p 无关 , PILD 运动方程的本质就是对

2( , , )Pξ ξ 进行取样来计算有效力, 所以我们建议将

式(64)作为 PILD 的 优朗之万摩擦系数.  

式(59)所对应的算法会影响到 PILD 中对 Staging

路径积分变量 2( , , )Pξ ξ 进行取样的效率. 文献[33]

初建议一种速度 Verlet 算法(和文献[48,49]在分子

动力学和路径积分分子动力学框架下所建议的速度

Verlet 算法类似)来对式(59)数值上求积分. 文献[33]

同时提到 Leimkuhler 和 Matthews 近测试的一系列

朗之万动力学控温算法, 其中他们所发展的 BAOAB

方法在分子动力学框架下进行位置空间的取样 为

高效 [50,51]. 该 BAOAB 算法可以被进一步推广到

PILD 方法中. 下面是在每一步时间步长为 t 中演化

PILD 轨线的算法:  

 
 

therm





  
 


 

  




1
1 1

1 2

2, ,
2j j

j

t

t
j P

p p M M
ξ

p p
ξ

  (65) 
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  (69) 

式中 jη 就是式(59)中的随机数向量  j tη , 每次调用

式(67)时都需要新的随机数向量; 系数 1c 和 2c 是[48,49]:  

 
 

Lang1

2

2 1

exp

1

c t

c c

    

 
   (70) 

上述算法中 , 式(65)中的力  



1, ,

j

j P
ξ

由前一

步骤计算得到, 而式(69)中的力在当前步骤可以用链

式法则式(46)来方便地计算.  

我们发现, 上述 PILD的BAOAB算法要比我 们

原来提出的 PILD 的速度 Verlet 算法[33]更高效, 前者

的收敛结果所需时间步长 t 要比后者的大 4 倍多(未

发表结果).  

3  总结 

本文回顾了计算时间关联函数的 3 种相空间量

子动力学方法(ELD/ECD/EHD)在魏格纳相空间的表

示形式, 指出了在动量分布是全局高斯分布, 即由式

(33)给定魏格纳相空间密度分布函数的条件下 , 

ELD/ECD/EHD 3 者可以推导出完全相同的动力学方

程(式(35)). 该动力学方程能在经典极限、高温极限或

谐振子极限下退化到经典动力学方程, 从而给出时

间关联函数在这 3 种极限的真实结果. 在此基础上, 

利用虚时间路径积分来计算有效力即可推导出 PILD. 

本文分析了采用路径积分的 Staging 模式变量相比于

采用原始的路径积分珠子位置坐标变量来计算有效

力的优越性. 当 PILD 和应用白噪声的朗之万动力学

控温方法结合, 如果朗之万摩擦系数和绝热频率 ad

相等, 在自由粒子极限下对 Staging 路径积分变量

2( , , )Pξ ξ 进行取样的效率 高, 可以作为 PILD

优朗之万摩擦系数的建议值. 我们将文献[50,51]的

BAOAB 算法推广到 PILD 轨线演化的数值计算, 比

原来提出的速度 Verlet 算法更高效[33]. 
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Abstract: Path integral Liouville dynamics (PILD) is a trajectory-based quantum dynamics approach that has the two 
important properties: conserves the quantum Boltzmann distribution and recovers exact thermal correlation functions 
(of even nonlinear operators) in the harmonic limit. In the article we show that PILD can be derived from equilibrium 
continuity dynamics, as well as originally from equilibrium Liouville dynamics or equilibrium Hamiltonian dynamics, 
when a global Gaussian momentum distribution is presented in the Wigner phase space density distribution function. 
It has been shown that the Staging transformation of the path integral beads offers a much more efficient sampling 
approach for evaluating the effective force in the free particle limit. When Langevin dynamics is employed as the 
thermostatting method in PILD, the optimum Langevin friction coefficient is suggested to be the same as the 
adiabatic frequency ad and a more efficient algorithm (than the velocity Verlet) for integrating the PILD equations 
of motion is also proposed. 
 
Keywords: time correlation functions, quantum dynamical effects, path integral, Langevin dynamics 
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