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摘要    现代分子模拟的一个重要挑战是如何发展新的分子动力学算法保证演化稳定性的同时使得时间步长能

尽量大, 在提高采样效率的同时还能保证采样所得分布精度. 本文基于蛙跳算法提出了蛙跳“居中”方案. 这是一

种新的统一方案, 可以用来发展新的控温算法对正则系综高效地同时得到精确的位置边缘分布和精确的动量边缘

分布. 由于蛙跳算法是一种常用算法, 在一些分子动力学模拟软件中常被默认采用, 这一统一控温方案能为这些

软件提供方便高效的新算法来对实际分子体系做经典(或量子)正则系综的模拟. 

关键词    正则系综, “居中”方案, 控温算法, 位置空间采样, 动量边缘分布 
  

 
 

自从Fermi等人 [1]在1955年的开创性工作以来 , 

分子动力学(molecular dynamics, MD)已经成为用来

模拟和预测物理、化学、生物、材料、环境科学中各

种复杂体系的各种热力学和动力学物理量的一个有

力工具 [2,3]. 一种常用的热力学平衡系综是正则系综

(canonical ensemble). 它是粒子数N, 体积V和温度T

这3个物理参数保持不变的热力学平衡体系的统称 , 

又称NVT系综.  

当原子核可以用经典力学来描述时 , 依据牛顿

力学方程的分子动力学结合合适的控温算法可以得

到经典的正则系综分布 , 即NVT三个物理量保持不

变的经典Boltzmann分布: 

 [ ] MB

1
exp ( ) ( ),U

Z
β ρ− x p  (1) 

其中 

 
3 2

1 2 1
MB

1
( ) exp ,

2 2

N
Tβρ β− −    = −    π    

p M p M p  (2) 

是Maxwell动量分布 . 式 (1)或 (2)中 , β=1/kBT(kB是

Boltzmann常数), M是(对角)质量矩阵, Z是配分函数, 

p和x分别是动量和位置 , 而U(x)是这个系统的势能

函 数 . 常 用 的 控 温 方 法 分 为 随 机 控 温 方 法 ( 如

Andersen 控 温 方 法 [4] 和 Langevin( 动 力 学 ) 控 温 方

法 [5~17]等)和决定性控温方法(如Nosé-Hoover控温方

法[18,19]和Nosé-Hoover Chain(NHC)控温方法[20,21]等).  

 当原子核的量子效应(nuclear quantum effects)变

得不可忽略甚至极为重要时, 基于虚时间(imaginary 

time)费曼路径积分(Feynman’s path integral)量子力学

框架 [22,23]下的同构(isomorphism)关系可以将一个量

子体系映射到一个经典环形高聚物(ring polymer)模

型 [24]. 分子动力学可以用来模拟这个环形高聚物模

型 , 从而得到对应的真实分子体系的量子正则系综

分布的采样 [25]. 这种理论方法称为路径积分分子动

力学(path integral molecular dynamics, PIMD)[26,27].  

然而计算机模拟分子动力学的时间步长Δt总是
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有限小的 . 过小的Δt会导致分子动力学对正则分布

(Boltzmann分布)的采样效率过低 , 而过大的Δt又会

使得采样所得到的分布精度过低 , 甚至破坏分子动

力学轨线的演化 . 一个重要挑战无疑是如何发展新

的分子动力学算法使得时间步长Δt能尽量大 , 在提

高采样效率的同时能保证采样所得分布精度 . 在经

典力学框架下 , 所有结构性质和大部分热力学物理

量都只和位置(分子构型)有关 . 在PIMD中 , 所有物

理量都只和路径积分的对应环形高聚物构型有关 . 

由此可见 , 在MD或PIMD模拟中 , 高效地得到精确

的位置分布往往是一个关键[15,28].  

1  控温算法的统一理论框架 

在近期的一系列工作[15,28~31]中, 我们提出了一个

理论框架来统一以前提出的大部分控温算法, 并发展

了一种新的统一控温方案——“居中”控温方案来实现

位置空间的高效精确采样. 很多控温算法将一个时间

步长内的分子动力学演化分割为3个部分: 更新位置、

更新动量和控温步骤. “运动方程”可以记为 

 
d

d d
d

1 0
.( )

0
T

t tU
−      = + +∂    −     ∂ 


 

控温

x
p

x M p
xp

x
 (3) 

用式(3)来做理论分析并不方便. 一个更合适的做法

是写出和式 (3)对应的相空间分布函数 ρ (x, p)的

Kolmogorov向前方程(forward equation): 

 ( ) ,T
t

ρ ρ ρ∂ + += =
∂ x pL L LL  (4) 

其中 , xL 和 pL 分别是与式(3)中右边第1和第2项对

应的Kolmogorov算符: 

 1 ,Tρ ρ−−
∂

= ∂
x p M

x
L  (5) 

 ,
T

Uρ ρ∂∂ =   ∂∂ p px
L  (6) 

而 TL 是式(3)中右边控温方法对应的Kolmogorov算

符. TL 取决于具体的控温方法, 例如, Andersen控温

方法有: 

 MB d( ) ( , ) ( ) ,,T ρ ρν ρρ
∞

−∞
 = −  p x p p x pL  (7) 

式中, ν 是粒子与热库的碰撞频率[28]. Langevin控温

方法有: 

 
1

( ) ,T

ργρρ γ
β

∂∂ ∂  ⋅ + ⋅ ∂∂ ∂  
= Mp

pp p
L  (8) 

式 中 , γ 是 摩 擦 系 数 [13,15,28]. 利 用 式 (5)~(8) 中 的

Kolmogorov算符 , 可以写下对应的分布函数相空间

演化算符: 

 1( , ) ( , ),te tρ ρ −Δ = − ΔL x p x M p px   (9) 

 ( ) ., ,
t U

e tρ ρΔ ∂ = + Δ ∂ 
L x p x p

x
p  (10) 

以及对Andersen控温方法有: 

MB d( ) ( , )( ( ).1 ) ,T t t te e eν νρ ρρ ρ
∞Δ Δ Δ

−

− −

∞
= − +p x p p x pL  

(11) 
或对Langevin控温方法有: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

d
3 2

1 2
0 02
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0 02
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N
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t

Tt t
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e
e

e e
e
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γ γ
γ
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ρ ρ
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−Δ
− Δ

−− Δ − Δ
− Δ

 
=  π − 
 − − − − 

L p x p

Mp p p p

M
 

 (12) 
从式(11)或(12)容易导出, 无论时间步长Δt多大,  

 ( ) ( )MB MB ,T te ρ ρΔ =p pL   (13) 

都成立, 即式(3)的控温步骤不改变正确的Maxwell动

量分布 [15,28]. 这是本课题组 [28]指出的一个好的控温

方法应当满足的条件.  

 利用Kolmogorov算符可以把大部分文献中的分

子动力学控温算法(和PIMD算法)统一归为下面两类: 

(1) “居后”方案: 

 
End 2 2 ,T

t tttt te e e e e eΔ ΔΔΔΔ Δ≈ = p pxL LLLL L   (14) 

例如, 1980年提出的Andersen分子动力学控温算法[4]

和1984年提出的PIMD算法[32].  

(2) “两边”方案: 

 
Side 2 22 2 ,T T

t ttt tt te e e e e e eΔ ΔΔΔ ΔΔ Δ≈ = L LLL LL L p px   (15) 

例如 , 基于NHC控温方法的MD算法 [20,21]和PIMD算

法 [33]; 基于Langevin控温方法的MD算法 [10]和PIMD

算法[14].  

以往研究中符合“居后”方案(式(14))的控温算法

比符合“两边”方案(式(15))的控温算法提出要更早 , 

也通常认为后者要比前者要更精确. 有趣的是, 本课

题组 [28]在近期的工作中证明对于一般体系 , 两者实

际上会导致完全相同的位置边缘分布 , 而且“居后”

方案(式(14))要比“两边”方案(式(15))得到更准确的

动量边缘分布. 对于谐振子体系:  

 ( ) ( )eq eq( ) 2.
T

U − −= x x x xx A  (16) 

两种方案会得到同样的稳态相空间分布: 

Downloaded to IP: 192.168.0.24 On: 2019-02-22 11:51:18 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/N972018-00908



 
 
 

 

  3469 

论 文 

( ) ( )eq eq

eq
Side/End 1

2
1

1 1
exp

2

1
 ,

2 4

T

N

T

Z

t

ρ β −

−

 
= − 


 Δ+ −     

− −1x x x x

p M p

AM A

 

 (17) 
其中ZN是归一化常数[28,29].  

本课题组 [28]提出了一种新的统一控温方案 , 即

“居中”方案: 

 
Middle
VV

2 22 2 ,T
t tt t ttte e e e e e eΔ ΔΔ Δ ΔΔΔ ≈ = L LL L LLL p px x   (18) 

“居中”方案比前两种控温方案在位置空间的采样要

更高效. 其稳态相空间分布满足 

 eq eq

Middle
VVVV-Middle VV-Middle .teρ ρΔ= L   (19) 

对于谐振子体系(式(16)), “居中”方案所得到的稳态

相空间分布是 

 

( ) ( )q

eq

eq e

12
VV-Middle 1 1

exp
2 4

1
 ,

2

T

N

T

t

Z
ρ β

−   Δ = − − 

− −

  

+


x x x x

p M A p

A  (20)

 

其中, NZ 是归一化常数[15,28,29]. 式(20)表明谐振子极

限下无论时间步长Δt多大, 只要动力学演化稳定(矩

阵
2

4
tΔ−M A 是正定的 , 或者Δt<2/ωmax, ωmax为体系

最大特征频率 ), 在控温算法满足式 (13)的情况下 , 

“居中”方案都能给出真实的位置空间分布[15,28,29]. 本

课题组 [15,28~31]近期一系列文章的各种实际分子体系

(非谐体系)的测试结果也表明, 无论是随机还是决定

性控温方法, “居中”方案无疑可以导出更优越的分子

动力学控温算法来模拟经典力学中只与位置(构型)

有关的热力学物理量和量子统计力学中的所有热力

学物理量 . “居中”方案 [28~30]自然地涵盖了最近基于

Langevin控温方法的高效分子动力学算法 [11,13]和

PIMD高效算法[15], 而且更重要的是提供了一个统一

理论方案来发展其他控温方法的高效算法 [28,30]. 例

如 , 我们指出了基于Langevin控温方法的Grønbech- 

Jensen/Farago 分子动力学算法 [11] 和 Leimkuhler/Mat-      

thews分子动力学算法(BAOAB)[13]对于实动力学(real 

dynamics)其实有等价关系 [29], 而且前者更广泛还包

括了虚动力学(virtual dynamics)的情况[29]; 无论是实

动力学 [11,13,29]还是虚动力学 [11,29]的算法都可以在“居

中”方案中推广到其他控温方法[30].  

式(14), (15)和(18)这3种方案建立在速度-Verlet 

(velocity-Verlet)算法之上. 本课题组[28,29]还比较了建

立在位置 -Verlet(position-Verlet)算法上的各种控温

方案 , 结果表明基于速度-Verlet算法的“居中”方案

(式(18))是这些控温方案之中能高效地得到精确位置

分布的最佳方案. 在同一种方案中, 各种控温方法得

到的结果都极其接近. 这清楚地表明, 控温方案是更

具有决定性的因素[28,30].  

本文在上述采用Kolmogorov算符建立的统一理

论框架下继续对控温算法进行探讨 . 第二部分先介

绍分子动力学中常用的蛙跳(leap-frog)算法, 然后提

出与蛙跳算法相容的一种新的控温方案用以导出高

效控温算法 , 使得既能得到精确的位置边缘分布又

能得到精确的动量边缘分布. 最后给出本文结论.  

2  基于蛙跳算法的高效统一控温方案 

2.1  蛙跳“居中”控温方案 

2.1.1  无约束系统 
和速度-Verlet算法同样常用的另外一种分子动

力学的保辛(symplectic)算法是蛙跳算法. 在用于微正

则系综(NVE系综, E是体系总能量)的蛙跳算法中, 其

第n+1个时间步长Δt内, 动量和位置的更新步骤如下: 

( )( )1 1 ,
2 2

t t U tn n n t
       ′Δ ← Δ − Δ+ − Δ            

p p x   (21) 

( )( ) ( ) 1 1 .1
2

t tt nn tn
−   ← + Δ ΔΔ +Δ+     

x x M p   (22) 

给定t=0时刻的相空间分布函数ρ0(x, p), 那么第n+1

个 时 间 步 长 Δt 后 得 到 的 位 置 x((n+1)Δt) 和 动 量

1
2

tn
  Δ+    

p 所构成的相空间分布函数ρn+1(x, p)  

满足:  

 ( ) 2
1 0( , ) ( , ).

n tttt
n e ee eρ ρΔΔΔΔ

+ = pxpxx p x pLLLL  (23) 

对于正则系综(NVT系综), 我们构建蛙跳“居中”

方案如下: 

( )( )1 1
,

2 2
t t U tn n n t

       ′Δ ← Δ − Δ+ − Δ            
p p x  (24) 

( ) 11 1 ,
22 2

t
t tn nn t

− Δ      Δ ← + Δ+ +Δ            
x x M p  (25) 

1: ,
2

t tn
  Δ Δ+    

控温整个时间步长 改变动量 p   (26) 
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( )( ) 11 1
,1

22 2

t
t tt n nn

− Δ      ← Δ + ΔΔ + ++             
x x M p

  (27) 
其中控温步骤(式(26))依赖于具体的控温方法. 例如, 

对于Langevin控温方法, 式(26)的具体形式为 

,
2

1 211 1
2 2

t
t e

t e tn n
γ

γ

β

− Δ
− Δ −      Δ ← Δ ++ +            

p p M η  

 (28) 

其中η是个维度为3N的向量. 这个向量的每一个元素

都是一个独立的标准高斯分布随机数 , 每一个维度

都不同, 每一次调用式(28)时也不同. 对于Andersen

控温方法, 式(26)的具体形式则是 

 
( )

( )

1 211 ,
2

1 ,1,2, ,

j
j j

t
j

tn

e j Nν

β
μ − Δ

  Δ ←+    

< − = 如果

p M θ

 (29)

 

其中 ( ) 1
2

j tn
  Δ+    

p 和Mj是第j个粒子的三维动量向

量和对角质量矩阵. μj是满足范围(0,1)内的均匀分布

的一个随机数, 对于不同粒子, 每次调用式(29)也不

同. θj是个三维向量, 它的每一个元素都是一个独立

的标准高斯分布随机数, 每一个维度都不同, 每一次

调用式(29)时也不同. 需要着重强调的是控温步骤(式

(26))中的控温算法可以是任意一种(解析上或数值精

度上)满足式(13)的随机或决定性控温算法 , 所以式

(24)~(27)提供了一个基于蛙跳算法上的统一控温方

案 . 这本质上其实是我们采用Kolmogorov算符建立

的统一理论框架[28~30]中的一种新的控温方案形式.  

考虑由位置x((n+1)Δt)和动量 1
2

tn
  Δ+    

p 所

构成的相空间 . 容易证明由式(24)~(27)组成的算法

所导致的相空间分布函数的演化满足: 

 
( )2 2

1

22 2
0

( , )

 ( , )

T

T

ntt tt
n

tt tt

e e e e

e e e e

ρ

ρ

ΔΔ ΔΔ
+

ΔΔ ΔΔ

=

.

px x

px x

x p

x p

LL LL

LL LL  (30)
 

定义 

 22 2
1 0( , ) ( , ),T

tt tte e e eρ ρΔΔ ΔΔ= px xx p x pLL LL   (31) 

和 

 LF
Middle 2 2T

tt tt te e e e e ΔΔ ΔΔ Δ= .px x LL LL L  (32) 
式(30)变为 

 ( )Middle
LF1 1( , ) ( , ).

n
t

n eρ ρΔ
+ = Lx p x p  (33) 

该算法的稳态相空间分布函数 eq
LF-Middle ( , )ρ x p 可以由

式(33)在n→∞的极限下求得. 式(33)可直接导出 

 LF
eq eq

MiddleLF-Middle LF-Middle( , ) ( , ).teρ ρΔ=x p x pL  (34) 

由式(18), (19), (32)和(34)可得 

 e eqq
2 LF-Middle VV-Middle( , ) ( , ).te ρρΔ =p x p x pL  (35) 

由式(35)和(10)可得 

 ( )eeq q
VV-MiddleLF-Middle ( , ) .,

2
t

Uρρ Δ = ′− 
 

x p x p x  (36) 

对式(36)两边对动量空间做积分得到 

 eq eq
LF-Middl VV-Middlee

, ,( ) ( ).ρρ =x xx x  (37) 

即对于任何体系, 速度-Verlet“居中”方案和蛙跳“居

中”方案各自所得稳态分布的位置边缘分布完全相

同. 注意对式(36)右边对动量的积分可以引入变量替

换 ( )
2
t

U
Δ′← −p p x .  

特别地 , 对于谐振子体系(式(16)), 蛙跳“居中”

方案所得到的稳态相空间分布是 

( )

( )

( ) ( )

eq

eq

eq e

e

q

q
LF-Middle

12

2

2

1 1
exp

2

 
4

1
 ,

2

T

N

T

t

t

Z

t

ρ β

−

   = − −      

 Δ  − −   
 

Δ−

Δ−


− −



 


+



x x

x x

x

p A

M A p

x A x

A

x  (38)

 

其中 , NZ 是归一化常数 . 容易验证式(38)所得到的

位置边缘分布是准确的, 与此同时式(38)所得到的动

量边缘分布也是准确的. 例如, 由式(38)易得, 在谐振

子极限下蛙跳“居中”方案得到准确的动能平均值, 即 

 
LF-Middle

1 31 .
22

T N
β

− =p M p  (39) 

同时, 所得势能平均值和哈密顿量(总能量)平均值也

是准确的. 与之相对比, 速度-Verlet“居中”方案所得

稳态分布(式(20))可以导出准确的位置边缘分布, 却

不能得到准确的动量边缘分布. 在谐振子极限下, 速

度-Verlet“居中”方案所得势能平均值是准确的, 但动

能(或哈密顿量)平均值的误差随时间步长Δt的平方 

增长.  

考虑哈密顿量的涨落 2 2
Hf H H≡   −   (与正则

系综的比热相关). 这个物理量包含位置和动量的交

叉项, 其计算精度依赖于相空间分布的精度. 其势能
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为式(16)的一维形式: 

 eq
2 21

( ) )
2

.(U x m x xω= −  (40) 

由式(20)或(38)可得蛙跳或速度-Verlet“居中”方案所

得的哈密顿量的涨落为 

 
1/22 2

LF-Middle 1
1

4
,H

t
f

ω
β
 Δ=  +
 

  (41) 

 
1/22 2 4 4

VV-Middle 1
64

,
1

2H

t t
f

ω ω
β
 Δ Δ= − 
 

+   (42) 

比较式 (41)和 (42), 由稳定性条件ωΔt<2可以得到
LF-Middle VV-Middle

H Hf f< , 即对于一维谐振子体系的哈密

顿量的涨落的计算, 蛙跳“居中”方案比速度-Verlet“居

中”方案导出更精确的结果.  

再考虑能流(energy current)的涨落(与导热系数

有关), 这个量同样包含位置和动量的交叉项 . 对于

两粒子体系, 能流为 

( ) ( )
2 2

11
1 2

22

2 2
1 2

1 1

1 1
2 2 2 2

V V
m m m m

   
   = + − + + −
   
   

p pp p
S x x x x

 ( ) 1 2

2
1 2

1 1

1
.

2
V

m m

 
− ∂− ⋅ + ∂  

p p
x x

x
  (43) 

考虑两个一维粒子相互作用势V(x1−x2)是一个平衡相

对位置为req的谐振子, 即 

 ( ) ( )2 2

1 2 1 2 eq

1
,

2
V rμω− = − −x x x x  (44) 

其中μ 是约化质量μ =m1m2/(m1+m2). 能流(式(43))则

可写为 

1 2 eq 1 2 eq

3 3
21 2

2 2
1 2

21

21

1
( )( )

42 2

 .

p p
S x x r x x r

m m

p p

m m

μω= + − − + − −

 
+ 

 

  (45) 

采用简正坐标 

 1 1 2 2
1 1 q

1

2 2 e

2

, ( ),x
m x m x

X r
m m

X xμ −
+

= = −
+

  (46) 

和简正动量 

 1 2 1
1

12

2
2

21

, .
p p p

P P
m

p

m mm
μ
 +

= = − 
 +

 (47) 

这个体系的哈密顿量变为 

 
2 2 2

1
2

2 2 .
2 2 2

P P
H X

ω= + +   (48) 

体系可以分解为相互独立的1个谐振子和1个自

由粒子, 能流相应地变为 

 ( )

( )

3
31 1 2 1

2
1 21 2 1 2

2 2 eq
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1

2 eq 2
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 (49)

 

容易证明采用蛙跳“居中”方案所得的能流的平均  

值为 

 eq
2

LF-Middle 1 2

1 2

.
4

r m
S

m

m
t

m

ω
β

Δ
+
−

=   (50) 

能流平方的平均值是 
2

LF-Middle2
3 2

22
2 22 1

3 3 2
1 2 1 2

2
eq
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16 4

16 2 8

51
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(51) 
于是能流涨落的平方是 

( )
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
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 (52) 

而采用速度-Verlet“居中”方案所得的能流的平

均值为0, 能流的涨落的平方为 

( ) ( )
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可见, 对于能流的估计值, 蛙跳“居中”方案的误

差比速度-Verlet“居中”方案的要大. 而对于能流的涨

落的估计值, 蛙跳“居中”方案和速度-Verlet“居中”方

案哪种表现更好与所研究的具体体系有关.  

采用“两边”方案所得的能流的平均值为0, 能流

的涨落的平方为 

( ) ( )22 Side SideSide 2

2 12
eq

2 2

3 3 2

2 2

3

2

4 4 4

1

15 3
1

4

3
 1 .

46

Sf S S

t

t

rω ω
μβ μβ β

ω
μβ

−

−

= −

   
= + − + −   

    

 
+ − 

 

Δ

Δ

 (54) 

当时间步长Δt→2/ω, 即趋于稳定性条件边界值

时, 能流的涨落趋于无穷大. 这表明“两边”方案对于

这个物理量的计算表现不佳.  

 综合而言 , 对于包含位置和动量的交叉项的物

理量 , 两种“居中”方案中的何种方案表现更佳取决

于要研究的体系和具体物理量.  

2.1.2  含部分构型约束的系统 
 本文中 , 对于分子体系含有部分构型约束条件

(例如, 固定一部分或全部键长、键角、或二面角)时

的NVT系综分子动力学 , 蛙跳“居中”方案 (式 (24)~ 

(27))只需做如下调整 : 在式 (24)和 (25)之间加入

RATTLE算法 [34]来更新动量使之与约束条件相匹配; 

在式(27)之后加入SHAKE算法 [35]和RATTLE算法来

分别更新位置和动量使之与约束条件相匹配. 即有 

( )( )1 1
,

2 2
t t U tn n n t

       ′Δ ← Δ − Δ+ − Δ            
p p x  (55) 

 RATTLE算法  (56) 

( ) 11 1
,

22 2

t
t tn nn t

− Δ      Δ ← + Δ+ +Δ            
x x M p  (57) 

1: ,
2

t tn
  Δ Δ+    

控温整个时间步长 改变动量 p   (58) 

( )( ) 11 1 ,1
22 2

t
t tt n nn

− Δ      ← Δ + ΔΔ + ++             
x x M p

(59) 
 SHAKE和RATTLE算法  (60) 

与之对应的速度-Verlet“居中”方案如下:  

 ( )1 ( ) ,( )
22

t
t n t U n tn

Δ   ′Δ ← Δ − Δ+    
p p x   (61) 

 RATTLE算法 (62) 

11 1
( ) ,

22 2

t
t n t tn n− Δ      Δ ← Δ + Δ+ +            

x x M p   (63) 

1
: ,

2
t tn

  Δ Δ+    
控温整个时间步长 改变动量 p   (64) 

( ) 11 1 ,( 1)
22 2

t
t tn t n n− Δ      ← Δ + Δ+ Δ + +            

x x M p  

 (65) 
 SHAKE算法 (66) 

( ) ( )( )1
( 1) ( 1) ,

2 2
t

n t n t U n t
  Δ  ′+ Δ ← + Δ − + Δ  
  

p p x (67) 

 RATTLE算法 (68) 

特别地, 对于三原子体系可以用SETTLE算法[36]

解析地求解约束方程 , 分别在蛙跳“居中”方案的式

(56)和 (60)中或在速度 -Verlet“居中 ”方案的式 (62), 

(66)和(68)中用该算法替代RATTLE和SHAKE算法.  

本文仅考虑上述这种策略来构造蛙跳“居中”方

案 . 在后续的工作中对含约束的NVT系综分子动力

学算法构建的更多策略进行更详细讨论.  

本文后面部分的图表中分别用 “Side”, “LF- 

Middle”与“VV-Middle”来标记“两边”方案、蛙跳“居

中”方案与速度-Verlet“居中”方案. 由于分子动力学

模拟软件AMBER[37]中默认的含部分构型约束的控

温算法[38]是基于蛙跳算法建立的, 本文标记为“Old”, 

并与之比较来研究实际分子体系.  

下面我们测试非谐模型和实际分子体系来检验

蛙跳“居中”方案的效果.  

2.2  蛙跳“居中”方案的数值计算精度 

用于数值测试的非谐体系有一维四次势模型和

一个凝聚相体系: 室温(298.15 K)液态水. 我们计算

得到体系的势能、动能、哈密顿量及这些物理量的  

涨落.  

2.2.1  一维四次势 
势能形式为U(x)=x4/4. 体系质量设为1 au(原子

单位), 温度参数设为 B au.1 8=k Tβ ≡  由于势能不含

任何二次项(即谐振作用项), 数值模拟的结果有重要

的参考价值. 每次模拟中的时间步长Δt在0.1~0.8 au

之间选取一个固定值. 采用Langevin控温方法, 选取

摩擦系数γ =1 au. 计算20条NVT系综分子动力学轨

迹用于取样. 每条轨迹先取106 au的时间长度用于达

到平衡, 之后时间长度108 au的轨迹数据用于取样.  

图1(a)和(b)显示 , 对于一维四次势体系的势能 
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图 1  (网络版彩色)一维四次势模型体系. (a) 势能平均值; (b) 势能的涨落; (c) 动能平均值; (d) 动能的涨落; (e) 哈密顿量平均值; (f) 哈密顿

量的涨落  
Figure 1  (Color online) Averaged values of the one dimensional quartic potential. (a) Potential energy; (b) fluctuation of the potential energy; (c) 
kinetic energy; (d) fluctuation of the kinetic energy; (e) Hamiltonian; (f) fluctuation of the Hamiltonian  

(及其涨落), 蛙跳“居中”方案与速度-Verlet“居中”方

案表现相同 , 比“两边”方案要更加稳定 , 误差更小 . 

例如, 蛙跳“居中”方案可以用比“两边”方案大6~7倍

的时间步长Δt来取得势能的收敛结果. 另一方面, 图

1(c)和(d)显示, 对于这个体系的动能(及其涨落), 蛙

跳“居中”方案可以得到比“两边”方案更精确的结果, 

大大优于速度-Verlet“居中”方案 . 图1(e)显示 , 蛙跳

“居中”方案即便在较大的时间步长Δt=0.6 au时得到

的哈密顿量数值上仍然与准确值非常接近 , 而这一

时间步长是其他两种方案得到收敛值时所用时间步

长Δt=0.1 au的6倍 . 图1(f)表明 , 对于哈密顿量的涨

落的计算, 两种“居中”方案误差大小相近, 但偏离准
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确值的方向相反; 两者都比“两边”方案更稳定.  

2.2.2  液态水体系 
考虑室温(298.15 K)液态水这个实际凝聚相体系. 

模拟中使用TIP3P力场模型 [39], 设置一个含216个水

分子的具有周期性边界条件的盒子. 将各个方案加入

分子模拟软件AMBER中 (版本AMBER18)来进行计

算 . 模拟中使用 Langevin控温方法 , 摩擦系数 γ =    

5 ps−1, 时间步长Δt在0.2~1.7 fs之间取一个固定值. 每

条轨迹的平衡时间取为500 ps, 之后的时间长度5 ns

的数据用于取样. 我们计算了100条分子动力学轨迹

来得到体系的势能、动能、哈密顿量的平均值及涨落.  

图2显示, “两边”方案与AMBER默认方案[38]的势   

 

图 2  (网络版彩色)液态水体系, TIP3P力场模型, 温度为 298.15 K. (a) 势能平均值; (b) 势能的涨落; (c) 动能平均值; (d) 动能的涨落; (e) 哈密

顿量的平均值; (f) 哈密顿量的涨落  
Figure 2  (Color online) Averaged values of liquid water with the TIP3P force field model at 298.15 K. (a) Potential energy; (b) fluctuation of the 
potential energy; (c) kinetic energy; (d) fluctuation of the kinetic energy; (e) Hamiltonian; (f) fluctuation of the Hamiltonian  
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能、动能、哈密顿量(以及它们的涨落)结果基本相同. 

图2(a)和(b)表明, 对于液态水这一实际大体系的势能

(及其涨落)的计算, 蛙跳“居中”方案与速度-Verlet“居

中”方案表现相同, 比“两边”方案要更加稳定, 误差

更小. 例如, 为了取得收敛的势能结果, 蛙跳“居中”

方案可以使用比“两边”方案大7~8倍的时间步长Δt. 

图2(c)和(d)显示了动能(及其涨落)计算值随时间步长

增大时的误差变化 . 对于这些和动量有关的物理量

的计算, 蛙跳“居中”方案表现比“两边”方案更好, 远

胜于速度-Verlet“居中”方案 . 图2(e)显示 , 对于哈密

顿量的计算 , 蛙跳“居中”方案比其它方案要更加稳

定 , 误差更小 . 图2(f)显示 , 对于哈密顿量的涨落的

模拟 , 两种居中方案随着时间步长的增大均会逐渐

偏离收敛值, 偏离方向相反, 误差大小接近; 两者都

比“两边”方案更加稳定和接近收敛值.  

2.2.3  在键长约束条件下的液态水体系 
将216个水分子设置在一个具有周期性边界条件

的盒子里, 采用TIP3P力场模型, 并加上O−H键长约

束, 使用修改过的Amber18版本软件进行模拟. 模拟

中仍然使用Langevin控温方法 , 设置摩擦系数 γ =   

5 ps−1. 模拟中使用SETTLE算法 [36]求解约束方程 , 

修正位置和速度 . 每次模拟中取一个固定时间步长

Δt, 其取值范围为0.5~7 fs. 每条分子动力学轨迹的

平衡时间取为500 ps, 之后的时间长度5 ns的数据用

于取样. 每次模拟用100条这样的轨迹来得到体系的

势能动能平均值及涨落.  

图3显示 , 对于这个含有键长约束条件的体系 , 

“两边”方案与AMBER默认方案的势能、动能、哈密

顿量以及3个物理量的涨落的结果大致相同 , 动能

(及其涨落)结果在时间步长Δt较大时稍微更接近收敛

值. 对于势能(及其涨落)的计算, 蛙跳“居中”方案与

速度-Verlet“居中”方案表现基本相同, 比“两边”方案

要更加稳定, 精度更高. 例如, 以取得收敛的势能结

果来衡量, 蛙跳“居中”方案可以采用比“两边”方案大

7~14倍的时间步长Δt. 另一方面 , 对于动能(及其涨

落)的计算, 蛙跳“居中”方案的结果比速度-Verlet“居

中”方案更接近收敛值. 对于哈密顿量的计算, 蛙跳

“居中”方案数值表现最佳 , 而对于哈密顿量的涨落

的计算, 速度-Verlet“居中”方案数值表现最好.  

2.2.4  三维Morse势的OH分子 
我们考察一个三维Morse势的OH分子体系的能

流的涨落
22

-Sf ≡ S S , 能流的表达式见式(43),  

Morse势的参数见文献[40], 体系温度设为T=300 K. 

模 拟 采 用 Langevin 控 温方 法 时 其摩擦 系 数 设为

γ =0.017 au, 而采用Andersen控温方法时其碰撞频率

设为 0.017 2  au.ν =  采样基于20条经过106 au的时

间长度平衡后的NVT系综分子动力学轨迹 , 每条轨

迹平衡后再演化108 au的时间长度用于采样.   

图4表明 , 对于三维Morse势体系的能流及其涨

落的估计, 同一方案中Andersen和Langevin控温方法

得到的结果彼此比较接近, 而无论哪种控温方法, 对

于能流及其涨落的估计, 速度-Verlet“居中”方案的误

差都是最小的. 对于能流的估计, 蛙跳“居中”方案误

差最大, 而对于能流的涨落的估计, “两边”方案误差

最大.  

本文2.1和2.2节中的解析或计算结果表明蛙跳

“居中”方案和速度-Verlet“居中”方案在位置空间的

采样精度在无约束条件下完全相同 , 而且在有约束

条件下几乎一致, 与此同时, 蛙跳“居中”方案比速度- 

Verlet“居中”方案在只含动量的物理量的计算上精度

更高. 然而, 这并不意味着蛙跳“居中”方案一定比速

度-Verlet“居中”方案更优越. 对于含有位置和动量交

叉项的物理量 , 两种“居中”方案中何种方案表现更

佳随体系不同或考量物理量不同所得结果也不相同. 

从两个方案的相空间演化算符可知 , 对于普遍体系

而言, 蛙跳“居中”方案导出对有限时间步长Δt是一阶

精度的相空间稳态平衡分布, 而速度-Verlet“居中”方

案则得到对Δt是二阶精度的相空间稳态平衡分布 . 

对于一般性含有位置和动量交叉项的物理量 , 考虑

速度-Verlet“居中”方案更合理.  

下面我们集中比较两种“居中”方案的采样效率.  

2.3  蛙跳“居中”方案的采样效率 

势能关联函数的特征时间常用来表征位置空间

采样效率 , 而哈密顿量关联函数的特征时间常用来

表征相空间采样效率. 在时间步长Δt有限的情况下, 

势能关联函数的特征时间为 

 
2

2 2
0

(0) ( )
,UU

n

U U n t U
t

U U
τ

∞

=

 Δ  −  = Δ
  −     (69) 

而哈密顿量关联函数的特征时间为 

 
2

2 2
0

(0) ( )
.

n
HH

H H n t H
t

H H
τ

∞

=

 Δ  −  = Δ
  −    (70) 
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图 3  (网络版彩色)O−H键长约束下的液态水体系, TIP3P力场模型, 温度为 298.15 K. (a) 势能平均值; (b) 势能的涨落; (c) 动能平均值; (d) 动

能的涨落; (e) 哈密顿量平均值; (f) 哈密顿量的涨落  
Figure 3  (Color online) Averaged values of liquid water with O−H bond-length constraints with the TIP3P force field model at temperature 298.15 
K. (a) Potential energy; (b) fluctuation of the potential energy; (c) kinetic energy; (d) fluctuation of the kinetic energy; (e) Hamiltonian; (f) fluctuation 
of the Hamiltonian   

文献[29,30]表明特征关联(时间)步数τUU/Δt(或τHH/Δt)

是可以用来衡量控温算法对位置空间(或相空间)采

样效率的指标. 需要重点强调的是, 在蛙跳“居中”方

案中 ,  第 n个时间步长Δ t后得到的相空间由位置

x(nΔt)和动量 1
2

tn
  Δ−    

p 所构成, 所以nΔt这个时 

刻的任何物理量函数都采用x(nΔt)和 1
2

tn
  Δ−    

p

作为变量来计算.  

2.3.1  谐振子体系 
首先考虑一维谐振子体系 (式 ( 4 0 ) ) .  利用文

献[29,30]中的针对有限时间步长Δt条件下的相空间 
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图 4  (网络版彩色)三维Morse势的OH分子体系, 温度为 300 K. (a) 能流平均值; (b) 能流的涨落. “LFM_Andersen”表示蛙跳“居中”方案采用

Andersen控温方法, “VVM_Langevin”表示速度-Verlet方案采用Langevin控温方法, 以此类推  
Figure 4  (Color online) Averaged values of the OH molecular described by the 3-D Morse potential at 300 K. (a) Energy current; (b) fluctuation of 
the energy current. “LFM_Andersen” represents the leap-frog “middle” scheme using the Andersen thermostat, “VVM_Langevin” denotes the veloci-
ty-Verlet “middle” scheme using the Langevin thermostat, etc.  

演化子(phase space propagator)分析方法, 容易推导

得到蛙跳“居中”控温方案在有限时间步长Δt情况下

的势能或哈密顿量关联函数的特征时间 . 对于势能

关联函数特征时间 , 蛙跳 “居中 ”控温方案采用

Andersen控温方法时有 

 
( )

2 2
2 2

Andersen
2 2

(1 3 6
4 .

(1 )

)t t t

UU t

t
e e

t e

eν ν ν

ν

ω

τ
ω

− Δ − Δ − Δ

− Δ

− Δ− + +
=

Δ −
 (71) 

而采用Langevin控温方法有 

 
( ) ( )

( )( )

2 22 2

Langevin

2

1 3 2
4 .

1 1

t t t

UU t t

t
e e e

t e e

γ γ γ

γ γ

ω

τ
ω

− Δ − Δ − Δ

− Δ − Δ

Δ− + + −
=

Δ + −
 (72) 

与文献[29]和[30]中速度-Verlet“居中”方案的对

应结果比较可知, 蛙跳“居中”方案与速度-Verlet “居

中”方案所得势能关联函数特征时间完全相同. 因此, 

蛙跳“居中”方案对于谐振子体系的势能关联函数特

征时间的分析结果与文献[30]中对应结论完全一致. 

两种“居中”方案导出相同的势能关联函数特征时间

说明两者对位置空间的采样效率相同.  

但两种“居中”方案所得的哈密顿量关联函数特

征时间并不相同 . 蛙跳“居中”控温方案采用控温方

法时有  

( )
Andersen

2 2 2 2 2 4 4

2 2 2 2

4(1 11 18 (1 )
,

2 (1 )(

) 3

4)

HH

t t t t

t

e e te e t

t e t

ν ν ν ν

ν

τ

ω ω
ω ω

− Δ − Δ − Δ −

− Δ

=

− + + Δ + −

− Δ

+

+

Δ

Δ

  

 (73) 
这与文献[30]中式(78)所得的速度-Verlet“居中”方案

的对应结果不同.  

由式(73)可得两个极限: 

 

Andersen 0

2 2 4 4
Andersen

2 2 2

4 11
.

2 (4 )

HH

HH

t t

t t

ν

ν

τ
ω ωτ

ω ω

+→

→∞

⎯⎯⎯→∞

+ Δ + Δ⎯⎯⎯→
Δ + Δ

 (74) 

当0<ωΔt<2/3时, Andersen
HHτ 有最小值 

 ( )
3 3 2

Andersen, in

2 2

2
m 4 4 2 4

,
2 4

HH

t t t

t

ω ω ωτ
ω ω

Δ + Δ + − Δ
Δ +

=  (75) 

对应的最优碰撞频率参数为 
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 (76) 

当2/3≤ωΔt<2时 , Andersen
HHτ 无最小值 , 随着v增大而单

调减小, 逐渐趋近于平台值 Andersen,
HH

ντ →∞ .  

蛙跳“居中”控温方案采用Langevin控温方法时

的哈密顿量关联函数特征时间为 

( )
Langevin

2 2 2 2 2 4 4

2 2 2 2

) 34(1 11 2 (1 )
,

2 (1 ) )( 4

HH

t t t t

t

e e t e t
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ω ω
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− + + Δ Δ
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+ −+   

 (77) 
这与文献 [29]中式 (187)所得的速度 -Verlet“居中”方

案的对应结果不同. 式(77)的两个极限是: 

 

Langevin

Langevin
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注意式(78)中的第2个极限(平台值)和式(74)中的第2

个极限(平台值)完全相同.  

由式(77)可得 Langevin
HHτ 的最小值为 

 ( )
Langevin,mi

3 3 2 2
n

2 2

4 4 4 3
,

2 4
HH

t t t

t

ω ω ωτ
ω ω

Δ + Δ + + Δ
+ Δ

=  (79) 

对应的最优摩擦系数是: 
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2 2 2
o t

2 2

2
p 1 4 7 4 4 3

ln
4

        .20

t t t

t t

t

ω ω ωγ
ω

ω

 + Δ Δ + Δ=  
Δ − Δ 

Δ< <

+


 (80) 

因为0<ωΔt<2是这个体系数值模拟稳定的条件, 

所以 Langevin
HHτ 总是有最小值. 即 Langevin

HHτ 随着摩擦系数γ
的增大呈现先递减到最小值然后再逐渐增大并趋近

于平台值 Langevin,
HH

γτ →∞ .  

文 献 [30] 建 议 可 以 定 义 统 一 的 控 温 参 数

2vξ γ= = 来刻画同一控温方案中这两种随机控温

方法的表现. 由前面分析可知, 在蛙跳“居中”方案中

Andersen和Langevin这两种随机控温方法的所得的

势能(或哈密顿量)关联函数特征时间, 在控温参数ξ
趋于0时都趋于无穷, 而当控温参数ξ 趋于无穷时都

趋于同一个常数平台 . 因为两种“居中”方案导出不

同的哈密顿量关联函数特征时间 , 所以我们以此来

比较这两种方案对相空间的采样效率的差别.  

图5(a)显示, 对于哈密顿量关联函数特征时间的

最小值 , 在采用相同控温方法(无论是Andersen或是

Langevin方法)的情况下, 蛙跳“居中”方案都比速度- 

Verlet“居中”方案给出稍微更小的结果 . 图5(b)则显

示, 对于控温参数ξ 趋于无穷时所得到的哈密顿量关

联函数特征时间的平台值 , 蛙跳“居中”方案给出的

结果比速度-Verlet“居中”方案导出的结果要更小. 图

5表明, 对于谐振子极限下的相空间采样效率, 蛙跳

“居中”方案比速度-Verlet“居中”方案要略微高效.  

图6(a)显示当ωΔt→0时, 两种“居中”方案在谐振

子极限下的哈密顿量关联函数特征时间完全相同 . 

图6(b)~(d)显示两种“居中”方案的 Langevin
HHτ 随着摩擦系

数γ 的增大, 先递减到最小值, 再逐渐增大并趋近于

平台值 Langevin,
HH

γτ →∞ . 不论采用Andersen还是Langevin

控温方法, 蛙跳“居中”方案都比速度-Verlet“居中”方

案的相空间采样效率要略高但很接近.   

下面我们数值计算检验蛙跳“居中”方案关于非

谐体系的相空间采样效果.  

2.3.2  非谐体系 
使用一维四次势U(x)=x4/4进行数值测试 , 设置

质量为1 au, 温度参数为β =1 au. 我们分别取时间步

长Δt为0.1, 0.3和0.4 au进行模拟. 每次模拟计算20条

体系的NVT系综分子动力学轨迹. 每条轨迹设置平  

 

图 5  (网络版彩色)谐振子体系蛙跳“居中”和速度-Verlet“居中”两种方案的哈密顿量关联函数特征时间. (a) 最小值 min
HH tτ Δ 随ωΔt的变化; (b) 

平台值 HH tξτ →∞ Δ 随ωΔt的变化 

Figure 5  (Color online) Analytic results for both the leap-frog and the velocity-Verlet “middle” schemes for the harmonic system. (a) min
HH tτ Δ as a 

function of ωΔt, where min
HH tτ Δ is the step number of the minimal characteristic correlation time of the Hamiltonian. (b) HH tξτ →∞ Δ as a function of ωΔt, 

where HH
ξτ →∞ is the plateau value of the characteristic correlation time of the Hamiltonian (here ξ stands for 2γ for Langevin dynamics and v for the 

Andersen thermostat), and HH tξτ →∞ Δ represents the step number of the value of the plateau   
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图 6  (网络版彩色)一维谐振子体系的哈密顿量关联函数特征时间的解析结果. (a) ωΔt→0; (b) ωΔt=0.2; (c) ωΔt=2/3; (d) ωΔt=1.9. 控温参数ξ对

应于Andersen控温方法的v或Langevin控温方法的 2 .γ  “LFM_Andersen”表示蛙跳“居中”方案采用Andersen控温方法, “VVM_Langevin”表示速

度-Verlet“居中”方案采用Langevin控温方法, 以此类推 
Figure 6  (Color online) Analytic results of the characteristic time of the correlation function for the Hamiltonian for one-dimensional harmonic sys-

tem. The curves depict the equations that HH
ωτ and ξ/ω satisfy for different values for the parameter ωΔt. Here ξ stands for 2γ for Langevin dynam-

ics and v for the Andersen thermostat. (a) ωΔt→0; (b) ωΔt=0.2; (c) ωΔt=2/3; (d) ωΔt=1.9. “LFM_Andersen” represents the leap-frog “middle” scheme 
using the Andersen thermostat, “VVM_Langevin” denotes the velocity-Verlet “middle” scheme using the Langevin thermostat, etc.  

衡时间长度为106 au, 之后时间长度为108 au的轨迹

数据用以采样 . 对每条轨线做时间平均得到哈密顿

量关联函数来计算其特征关联时间 . 再对20条轨迹

的特征关联时间计算结果求平均值和统计误差. 

图7显示对于一维四次势体系, 采用蛙跳“居中”

方案, 当控温参数 2vξ γ= = 大于100 au时, 哈密顿

量关联函数特征时间取到平台值 ,  且Langevin和

Andersen控温方法的平台值相同. 图7(a)显示, 在采

用相同控温方法的情况下 ,  时间步长Δt=0.1 au比 

Δt=0.3 au的特征时间最小值更小 , 但特征时间平台

值更大. 最优的控温参数区间大约在1~50 au. 当控

温参数为5~7 au时, 哈密顿量关联函数的特征时间取

到最小值. 与Andersen控温方法相比, Langevin控温

方法的特征时间要更小. 图7(b)~(d)分别比较了蛙跳

“居中”方案与速度 -Verlet“居中”方案在Δt=0.1, 0.3, 

0.4 au时的数值表现. 当采用相同控温方法时, 蛙跳

“居中”方案与速度-Verlet“居中”方案结果在不同控

温参数下均非常接近.  
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图 7  (网络版彩色)一维四次势体系哈密顿量的特征关联时间测试结果. (a) 随控温参数的变化; (b) Δt=0.1 au; (c) Δt=0.3 au; (d) Δt=0.4 au. 

“LFM_Andersen_0.1”表示蛙跳“居中”方案采用Andersen控温方法, 时间步长为 0.1 au, “VVM_Langevin_0.3”表示速度-Verlet“居中”方案采用

Langevin控温方法, 时间步长为 0.3 au, 以此类推 
Figure 7  (Color online) Numerical results for the characteristic time of the correlation function for the Hamiltonian for the one-dimensional quartic 
potential system. (a) Thermostat parameter, (b) Δt=0.1 au; (c) Δt=0.3 au; (d) Δt=0.4 au. “LFM_Andersen_0.1” represents the leap-frog “middle” 
scheme using the Andersen thermostat with Δt=0.1 au, “VVM_Langevin_0.3” denotes the velocity-Verlet “middle” scheme using the Langevin ther-
mostat with Δt=0.3 au, etc. 

总而言之, 无论对谐振子体系还是非谐体系, 两

种“居中”方案对相空间的采样效率都很接近.  

3  总结 

本文提出了一种基于蛙跳算法的新控温方案(蛙

跳“居中”方案)用于构建高效且精确的分子动力学控

温算法 . 在之前采用Kolmogorov算符建立的统一理

论框架下[28~31], 我们重点比较了蛙跳“居中”方案和前

期提出的速度-Verlet“居中”方案. 理论推导和数值测

试结果均表明两种“居中”方案对位置空间采样的精

度和效率相同, 都比传统控温方案(“两边”方案等)更

优越, 即对于和位置(构型)相关的物理量, 可以采用

大4倍以上乃至一个量级的时间步长Δt来得到相同精

度的结果. 更重要的是, 与速度-Verlet“居中”方案相

比, 蛙跳“居中”方案可以给出更精确的动量空间边缘

分布, 对只依赖动量的物理量的计算精度能够与传统

方案(“两边”方案和AMBER默认方案等)媲美 . 对于

有部分构型约束条件下的NVT系综的分子动力学采

样, 与无约束的情况相似, 两种“居中”方案对位置空

间的采样效果基本相同, 而且蛙跳“居中”方案比速度- 

Verlet“居中”方案对于只依赖动量的物理量的计算精

度要更高. 因为两种“居中”方案对相空间的采样效率

十分接近, 对于需要同时计算只依赖位置(构型)的物

理量和只依赖动量的物理量的场合, 蛙跳“居中”方案
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是个更佳方案. 对于计算包含位置与动量交叉项的物

理量, 两种“居中”方案各有优胜, 这与具体体系和具

体物理量有关. 考虑到蛙跳“居中”方案导出的稳态相

空间分布只有一阶精度而速度-Verlet“居中”方案是二

阶精度, 用速度-Verlet“居中”方案来计算普遍的包含

位置与动量交叉项的物理量会更合理.  

由 于 蛙 跳 算 法 在 一 些 分 子 模 拟 软 件 ( 例 如

AMBER)中作为默认的分子动力学算法, 蛙跳“居中”

方案无疑可以很方便地为这些软件提供新的高效的

分子动力学控温算法和PIMD算法.   
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Summary for “一种基于蛙跳算法的高效分子动力学控温方法的统一方案” 

A leap-frog algorithm-based efficient unified thermostat 
scheme for molecular dynamics 
Zhijun Zhang, Kangyu Yan, Xinzijian Liu & Jian Liu* 
Beijing National Laboratory for Molecular Sciences, Institute of Theoretical and Computational Chemistry, College of Chemistry and Molecular 
Engineering, Peking University, Beijing 100871, China 
* Corresponding author, E-mail: jianliupku@pku.edu.cn 

An important challenge for modern molecular simulations is to develop robust algorithms for molecular dynamics (MD), 
which employ a time interval (i.e., step size) of evolution as large as possible to achieve high efficiency while maintain-
ing accuracy for sampling the distribution of configuration and momentum, e.g., for the canonical ensemble where the 
number of particles (N), the volume (V), and the temperature (T) are constant. Starting from the velocity-Verlet algo-
rithm, in the recent paper we have proposed a unified scheme—the “middle” scheme for constructing efficient thermo-
statting integrators for configurational sampling of the canonical ensemble. 

In the present paper we extend the “middle” scheme to derive new thermostatting integrators based on the leap-frog 
algorithm. The leap-frog “middle” scheme is able to recover the exact marginal distribution of configuration and that of 
momentum in the harmonic limit, regardless of the time interval as long as the evolution of the MD trajectory is stable. It 
is also proved that the leap-frog “middle” scheme leads to the same marginal distribution of configuration as the velocity- 
Verlet “middle” scheme does even for general anharmonic systems. As illustrated in numerical examples (such as a 
1-dimensional quartic potential, liquid water at room temperature with or without bond-length constraints, etc.), while 
both “middle” schemes perform better than conventional approaches (e.g., the “side” scheme and the default Langevin 
dynamics method in AMBER) and can calculate configuration-dependent properties with the same accuracy by using a 
larger time interval for from at least 4 times to even an order of magnitude, the leap-frog “middle” scheme produces a 
more accurate marginal distribution of momentum than that the velocity-Verlet “middle” scheme does. The sampling 
efficiency analysis by employing the characteristic correlation time step number (of the potential or of the Hamiltonian) 
suggests that both “middle” schemes share the same efficiency in sampling the configuration space and lead to similar 
efficiency in sampling the whole phase space (i.e., both configuration and momentum). When both only-configuration- 
dependent and only-momentum-dependent physical observables are considered, we suggest that the leap-frog “middle” 
scheme should in principle offer a better approach. 

When we study properties involving cross-terms of configuration and momentum, e.g., the fluctuation of the Hamilto-
nian (related to the heat capacity) and the energy current and its fluctuation (related to the thermal conductivity), analytic 
results in the harmonic limit and numerical data for anharmonic systems indicate that which of the two “middle” schemes 
performs better depends on the system and on the specific property. Note that the leap-frog “middle” scheme is of 
first-order accuracy for sampling the whole phase space while the velocity-Verlet “middle” scheme is of second-order 
accuracy. It is reasonable to choose the velocity-Verlet “middle” scheme to perform simulations for such properties for 
general molecular systems. 

Because either the leap-frog or the velocity-Verlet algorithm is the default integrator in molecular dynamics simulation 
software packages, the two unified “middle” schemes can offer novel, simple, accurate, and efficient thermostatting inte-
grators for performing MD (or path integral MD (PIMD)) for the classical (or quantum) canonical ensemble. 

canonical ensemble, “middle” scheme, thermostatting integrators, configurational sampling, marginal distribution 
of momentum 
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